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L’Ctude des espaces de Banach dont le dual est isometrique a un 
espace L,(p)-relatif a une mesure TV definie sur un espace localement 
compact Q-a commence par un article de Grothendieck [lo]. Elle a 
CtC particulierement developpee dans le cas ou la boule unite de 
l’espace consider6 possede un point extremal; puisqu’un tel espace 
peut Ctre canoniquement ordonne de telle facon qu’il devienne 
isomorphe a l’espace des fonctions affines continues sur un simplexe de 
Choquet. L’Ctude que nous allons faire complete en un certain sens la 
classification de ces espaces, entreprise par Lindenstrauss et 
Wulbert [14]. Elle a CtC rendue possible grace a l’adaptation par 
Lazar [ll] du theoreme d’unicite de la representation integrale de 
Choquet [l] A la situation de la boule unite d’un L-espace. 
Dans les deux premieres parties, nous caracterisons deux classes de 
preduaux de L-espaces: les G-espaces et les C,-espaces, qui se repre- 
sentent comme espaces de fonctions continues sur un espace compact 
et verifiant des relations lineaires. Ces espaces sont caracterises par 
des proprietes de la boule unite de leur dual; ceci permet aussi de 
determiner les espaces de Banach isometriques a l’espace des fonctions 
continues sur un espace compact. 
Dans [4] Effros a defini une topologie sur l’ensemble des points 
extremaux de la boule unite d’un L-espace dual. Cette topologie 
&end-comme nous le verrons dans la troisitme partie-au cas non 
ordonne la topologie faciale definie sur l’ensemble des points 
extremaux d’un simplexe compact. Nous designons par “Centre” d’un 
predual de L-espace, le sous-espace forme des fonctions dont la valeur 
absolue est continue pour cette topologie. Nous montrons que le 
centre est un C,-espace et grace aux resultats de la deuxitme partie, 
nous &tendons de facon naturelle des resultats obtenus dans le cas des 
espaces simpliciaux [5]. De plus, nous Ctablissons que le centre est 
exactement le sous-espace des elements qui “operent multiplica- 
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tivement.” Par analogie avec la theorie des @*-algebre, ce resultat 
justifie I’appellation “centre.” En utilisant les resultats de la premiere 
partie, nous Ctendons a la classe des G-espaces les proprietes des 
centres de M-espaces &non&es dans [6]. 
Les resultats de cet article ont CtC Cnonces dans deux Notes aux 
Comptes Rendus de 1’AcadCmie des Sciences [7] et [S]. 
Je voudrais exprimer mes remerciements a Monsieur le Professeur 
E. Effros qui a mis a ma disposition un “preprint” de [4]. 
I. G-ESPACES 
Dans la suite, X designera un espace topologique compact, C(X) 
l’espace des fonctions numeriques continues sur X. Soit u un auto- 
morphisme involutif de X; on note Co(X) le sous-espace de C(X) 
forme des fonctions o-impaires [c’est-a-dire v&ifiantf(x) = -f(u(x))]. 
Sifrz C(X), on designe par Imp(f) 1 a f onction a-impaire associee a f, 
c’est-a-dire 
Imp(f)@) = f(x) -f(44> 
2 
~ ; vx E x. 
Soit &T+(X) le cone des mesures positives sur X; pour toute mesure 
p de M+(X), on pose: 
UP(f) = P(f o 4; v E C(X>, 
Imp(p) = CL- UP __. 
2 
Si V est un espace de Banach, son dual V’ sera toujours muni de la 
topologie faible u(V’, V). La boule unite de I” est notee B(T), ou 
simplement K si aucune confusion n’est possible; E(K) designe 
l’ensemble des points extremaux de K. L’espace Y s’identifie a 
l’espace A,(K) des fonctions affines continues sur K et nulles en 0, 
muni de la norme uniforme. Le convexe K &ant symetrique, 
l’automorphisme k + -k de K dans lui-m&me est note u; on peut 
ainsi definir Imp(p) pour toute mesure EL. sur K. 
On munit le cdne M+(K) de l’ordre de Choquet defini dans [l] par: 
p < Y et seulement si p(f) < v(f) p our toute fonction f continue et 
convexe sur K. 
Une mesure est dite maximale si elle est maximale pour l’ordre de 
Choquet. La rbultante de p est l’unique point r(p) de V’ qui verifie: 
p(v) = v(r(p)); vv E V’. 
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Un sous-convexe F de K est une face si tout segment ouvert qui 
rencontre F, est inclus dans F. 
Un sous-convexe H de K est une biface s’il existe une face F de K 
telle que H = c(F u -F). 
Si V est un espace de Banach tel que VI’ soit isomdtrique A l’espace 
L,(p), relatif B une mesure p sur un espace localement compact s2, 
on dira simplement que V’ est un L-espace. Dans [ 1 l] Lazar a montrC 
que, si V’ est un L-espace, et si TV et v sont deux mesures positives 
maximales, de masse 1, et de m&me barycentre, on a Imp(p) = Imp(v). 
Par suite, si p est une mesure maximale de masse 1 et de barycentre p; 
la mesure 
wp = p - p A up = 2(Imp(p))+ 
ne dCpend pas du choix de p. Cette mesure est maximale et vkrifie: 
r(w,) = p; co* A UWB = 0; w,, = xw, VA E [O, 11. 
De plus, il est Ctabli dans [4] que l’on a: 11 wp jl = 11 p (1. 
Si V’ est un L-espace, on peut caractkriser les bifaces de K en 
fonction de la norme de V’. 
PROPOSITION 1. Soit K la boule unite’ d’un L-espace dual V’; un 
sous convexe H est une biface si, et seulement si, les propriMs suivantes 
sont vkri&!es: 
(a) H est symktrique, et p E H implique p/l/ p Ij E H; 
(b) Si PEH et qE:K td que llpll = Ilqll flip-qll, ah 
q E H. 
Si K est la boule unite’ d’un L-espace et si H est une biface ferme’e, 
l’ensemble E(H) est inch dans E(K). Les ensembles de points extre’maux 
des bifaces fermkes peuvent e”tre consid&& comme les fermh d’une 
topologie-non T,---sur E(K). On note E, le quotient de E(K) muni de la 
topologie des bifaces par la relation d’tquivalence p N q si p = -4; 
l’espace E, est accessible. 
DEFINITION 2. Un espace de Banach V est un G-espace s’il existe 
un espace compact X tel que V soit isomktrique A un sous-espace de 
C(X) form6 de l’ensemble des fonctions vkrifiant une famille I de 
relations linkaires: 
fW = xi ..f(Yih xi 9 Yi E x; -1 < Ai < 1; i E I. 
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Dans [14], Lindenstrauss et Wulbert ont don& la caracterisation 
suivante des G-espaces: 
PROPOSITION 3. Un espace de Banach V est un G-espace si, et 
seulement si, pour tous 24, v E V il existe w E V telle que pour tout 
p E E(K): 
w(P) = ma@, f@>, v(p)> + min(O, u(p), v(p)). 
Le lemme suivant donne une caracterisation des points extremaux 
de la boule unite de V’ en fonction du compact X. Soit 6 le plongement 
canonique de X dans K defini par: 
W(f) = f(x); VffE v. 
11 est clair que E(K) C 6(X) u --6(X); soit S le sous-ensemble de X 
defini par: 
S = {x E X; tel qu’il existe y E X et -1 < X < 1 verifiant 
f(x) = Af( y); pour tout ffz V}. 
LEMME 4. Si V est un G-espace, l’ensemble E(K) est identique ci 
6(X \ S) u --6(X \ S). 
De’monstration. Soit Y = Xi U X, le compact somme topologique 
de deux copies disjointes de I’espace X. Les elements de Xi (resp. X,) 
seront notes (x, 1) [resp. (x, 2)]. 
Soit A le sous-espace de C(Y) forme des fonctions verifiant: 
fbi , 1) = hi .f(Yi , 1) 4 3 0, 
f bi > 1) = -4 .f (Yi .2) hi < 0. 
L’espace A est un M-espace de Kakutani. 11 est demontre dans 
[14, Theo&me 31 qu’il existe une isometric T de V sur un sous- 
espace T(V) de A, et une projection P de norme 1 de A sur T(V). 
Pour tout f E V, nous posons: 
T(f)@, 1) = -T(f )(% 2) = f(x); 
et pour tout h E A, la projection P est definie par: 
P(h)(x, 1) = --P(h)(x, 2) = h(xp l) ; +, 2, . 
Dans la suite, nous confondons les deux convexes B( V’) et B( T( V))’ 
qui sont affinement homeomorphes. 
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Soient P* la restriction a B( V’) de l’application transposee de P et x 
un point de X; si h IZ A, une verification immediate montre que: 
P*(G(x))(h) = P(h)(x, 1) = --P(h)(x, 2) 
= 4x, 1) - MM ; 
2 
par consequent: 
p*(q,)) = e 1) - *(x9 2) . 
2 
Si x E (X \ S), le point 6(x, 1) est extremal dans @A’); le point 6(x, 2) 
&ant toujours extremal et l’espace A un M-espace, on a: 
D’autre part, la biface engendree par 6(x, 1) et 6(x, 2) s’identifie au 
parallelogramme dont les sommets sont 6(x, l), 6(x, 2), -6(x, 1) et 
-6(x, 2). Supposons qu’il existe deux points k, et k, de B( V’) et 
0 < a < 1 verifiant: 
6(x)=cxkk,+(1 -g/z*; 
par suite: P*(S(x)) = otP*(Q + (1 - a) P*(k,), et l’on a: 
II hi II = II P*(w = 1 (i = 1, 2). 
On deduit de la Proposition 1 que P*(&) est dans la biface engendree 
par P*(S(x)). 11 existe done (hi)+, ,2 dans IO, 1[ , tels que: 
P*(k,) = hi . 6(x, 1) - (1 - Ai) * 6(x, 2) (i = 1, 2). 
Pour montrer que S(x) est extremal dans B(V), il suffit de verifier 
que 8(x, 1) et -6(x, 2) coincident avec P*(S(x)) sur l’espace T(V). 
En effet, soit h E T(V), il existe f~ I’ avec: 
Q, l)(h) = 4% 1) = f(X), 
% 2)(h) = 4% 2) = -fW, 
P*w)(h) = fW 
Ceci prouve que P*(ti(x)) est extremal dans P*(B(V’)) or P* est une 
homeomorphie affine de B(V) sur P*(B(V’)). 
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Les theoremes 5 et 8 ont CtC demontres par Effros dans le cas d’un 
G-espace separable; l’utilisation du lemme 4 permet d’eviter cette 
hypothese dans les resultats qui suivent. 
THBORBME 5. Soit V un espace de Banach dont le dual est un 
L-espace, les assertions suivantes sont e’quivalentes: 
(a) V est un G-espace; 
(b) E(K) C LO, 11 . E(K); 
(c) L’espace E,, est skpare’. 
De’monstration. L’implication (c) + (a) est demontree dans [4], 
quant a (a) + (b) elle se deduit du lemme precedent. (b) + (c): dans 
[4] Effros a montre que E0 est homeomorphe a l’espace quotient de 
E(K) \{O> P 1 ar a relation d’equivalencep W q sip = Xq, h # 0. Or cet 
espace est homeomorphe au quotient de R, * E(K) par la relationpgq si 
p = hq (oti R, =rw\ (0) et X # 0). En effet, il suffit de prouver que tout 
ferme stable de E(K) \ {0} est la trace d’un fermC stable de R* * E(K); 
soit F un tel ferme dans E(K) \ (01, l’ensemble H = c(F u 0) est 
une biface fermee. D’apres [12], l’espace & engendre par H est 
faiblement fermC dans V’ et l’intersection .&’ n [w, * E(K) est un 
ferme dans R, * E(K), stable par la relation J%! et il est clair que: 
(A? n If& . E(K)) n (E(K)\(O)) = F. 
11 reste a prouver que l’espace R, . E(K)/% est &pare. En effet, le 
groupe multiplicatif R, opere “proprement” sur I’espace R, * E(K) 
dans le sens suivant: 
Si ( P& est une famille ultrafi1trCe de R, * E(K) qui converge vers 
p E R, - E(K) et si (A& est une famille ultrafiltree dans R, telle que 
Ai - pi converge vers q E R, * E(K); alors hi converge vers X E R, tel 
que hp = q. 
Dans ce cas, l’espace des orbites (c’est-A-dire [w, * E(K)/92) est 
s&pare (cf., par exemple, N. Bourbaki, “Topologie Generale,” 
livre III, Chapitre 3.) [Le resultat (a) 3 (c) a CtC prouve indepen- 
demment et par une mtthode differente par P. Taylor.] 
COROLLAIRE 6. Soit V un G-espace; pour tout point p E K, la 
mesure wP est porthe par E(K) qui est un G6 de sa fermeture. 
PRBDUAUX DE L-ESPACE: NOTION DE CENTRE 195 
Dkmonstration. La deuxieme assertion se deduit de la relation 
suivante 
E(K) = E(K) n {p E K; (I p II = I}. 
Sachant que wp = I/p 11 . w~~,,~,, il suffit d’etablir la premiere 
assertion pour un point p de norme 1. La demonstration est une 
consequence du lemme suivant: 
LEMME 7. Soient E un espace de Bunach, B(E’) la boule unite’ de 
l’espace E’, et p un point de B(E’) d e norme 1; toute mesure p de masse 1 
et de barycentre p est porte’e par la sphtre unite’. 
De’monstration. Le point p &ant de norme 1, pour tout E > 0, il 
existe & E E de norme inferieure a 1 telle que 
Par suite: 
1 2 j II Q II Ml) 2 j I uI>l Mel) 3 (j 4(q) 44q)l = I W)l 
1 3 1 II 4 II 44q) 3 1 - E. 
Par consequent Z.J est port&e par la sphere unite. 
Soient (a, /3, r) trois nombres reels, notons Int(ol, /3, y) la valeur 
intermediaire de (01, /?, r); c’est-a-dire: 
Int(a, B, y) = 01 + P + Y - min(a, B, Y) - max(a, 13, Y). 
Soient u, z’ deux elements d’un G-espace V, d’apres la Proposition 3 
il existe dans V un Clement (u / V) qui verifie: 
(u I 4(p) = WA U(P), V(P)), VP E JW). 
Un G-homomorphisme est une fonctionelle 1 E V’ qui verifie: 
I(” 1 n) = Int(0, Z(u), Z(w)). 
THBORBME 8. Si V est un G-espace, l’ensemble des G-homo- 
morphismes est identique h R * E(K). 
La demonstration s’effectue selon la methode employee par Effros 
dans [4], le Corollaire 6 permettant d’eviter l’hypothese de separabilite 
de V. 
Le ThCoreme 5 permet la caracterisation suivante des espaces C(X). 
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COROLLAIRE 9. Soit V un espace de Banach; pour que V soit 
isome’trique h un espace C(X), ou X est un espace compact, il faut et il 
sufit, que les assertions suivantes soient vkifie’es: 
(a) V’ est un L-espace. 
(b) E(K) C 10, llW0 
(c) La boule unite’ de V admet au moins un point extremal. 
Les assertions sont Cvidemment necessaires. Inversement, il est 
montre dans [13] qu’un G-espace dont la bottle unite admet un point 
extremal est isometrique a un espace C(X). 
II. C,-ESPACES 
DJ~FINITION 10. Un espace de Banach V est un C,-espace s’il 
existe un espace compact X et u un automorphisme involutif de X 
tel que V soit isometrique A l’espace des fonctions o-impaires de C(X). 
Remarquons que si 9 est une relation d’equivalence sur un compact 
X dont chaque classe contient exactement deux elements notes 
(xi , x2> l’espace V C C(X) form6 des fonctions qui verifient: 
f(3) = -fW est un C,-espace. La demonstration repose sur le 
Theoreme 3 de [14]. 
Le Lemme 4 permet de retrouver le lemme suivant dQ a Jerison 
(voir 2, p. 87). 
LEMME 11. Soit V un C,,-espace; l’ensemble E(K) est canoniquement 
homeomorphe d l’ensemble (x E X; x # u(x)}. 
Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant demontre 
dans [4]. 
LEMME 12. Soit V un predual de L-espace; pour qu’une fonction de 
C(E(K)) qui vbsjie f(x) = -f (-x) admette un prologement line’aire 
a tout K, il faut et il su#it que, pour tout p E E(K) et toute mesure ~1 
maximale de masse 1 et de barycentre p, on ait p(f) = f (p). 
THI$OR~ME 13. Soit V un pre’dual de L-espace; les assertions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(a) V est un CO-espace; 
(b) E(K) C E(K) u (0); 
PR~DUAUX DE L-ESPACE: NOTION DE CENTRE 197 
(c) Pour tout v E V; la fonction j v 1 est continue sur E(K) muni 
de la topologie associke aux bifaces ferme’es. 
(d) L’espace E, est home’omorphe au quotient de E(K) muni de la 
trace de la topologie faible, par la relation p%q si p = -q. 
De’monstration. (a) G- (b) est une consequence du Lemme 11 
puisque: 
E(K) c E(K) c 8(X) c E(K) u (0). 
(b) 3 (a). Soit u l’involution de E(K) definie par a(x) = -x, 
il suffit de montrer que toute fonction de C,,(E(K)) admet un 
prolongement en une fonction de I’. Soit p une mesure positive de 
masse 1 sur K maximale pour l’ordre de Choquet, et de barycentre 0; 
et soit p un point extremal de K; la mesure v = 1/2(~, + c+,) est 
maximale positive de masse 1 sur K et de barycentre 0. D’aprb [I l] 
les mesures Imp(p) et lmp( v sont &gales, et pour toute fonction f de ) 
C,(E(K)) on a: 
cl(f) = J~PWW = Imp(W) = 40 = 0. 
On conclut grace au Lemme 12. 
(b) =z (d). En effet, d’apres [3] l’espace E, est homeomorphe au 
quotient E(K) \ {0} = E(K) muni de la topologie faible par la relation 
d’equivalence 9. 
(d) 3 (c). Designons par v l’application canonique de E(K) sur 
E(K)/B. Soit z, une fonction de V, la fonction 1 v 1 est continue sur 
l’ensemble E(K) muni de la topologie faible. Cette fonction est paire 
et passe au quotient; par suite, la fonction / u 1 est continue sur E(K) 
muni de la topologie associee aux bifaces fermees. 
(c) * (b). L’hypothese entraine que l’espace E,, est &pare; 
en effet, soient p et q deux points extremaux tels que p # -& q; 
il existe ‘u E I/ telle que 1 ZI 1 &pare p et q; par suite, l’espace 
E, est separe. D’apres le Theo&me 6.3 de [4], on conclut que 
E(K) C [0, l] * E(K). Soit p E E(K) avec 0 < /I p I/; choisissons ZI E V 
qui ne s’annulle pas au point p et 9 un filtre dans E(K) qui converge 
vers p. Le filtre 9 converge pour la topologie des bifaces vers 
pill p II et - Pill P II [41; par cons+ent: 
lip I %J I = I u I(P) 
= I u IMP II)* 
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On en deduit que 11 p (j = 1 et le point p est extremal; par suite 
E(K) c E(K) u (0). 
Soit Vun C,-espace; pour tous u, v, w dans Vnotons u * v * w 1’ClCment 
de V qui coincide sur E(K) avec le produit des trois fonctions u, v et w. 
Un C,-homomorphisme est une fonctionnelle 1 E V’ qui verifie 
Z(U~V~W) =z(u)~z(v)~z(w); U,z$W,EV. 
Pour montrer le theoreme 15 nous avons besoin du lemme suivant dQ A 
Effros [4]: 
LEMME 14. Soit D un sous-compact de E(K) tel que D n -D = % ; 
toute fonction f de C(D) admet un prolongement en un e’le’ment de V de 
m&me norme. 
THBORBME 15. L’ensemble des CO-homomorphismes est identique h 
E(K) ” w 
De’monstration. Soit p un C,-homomorphisme, on a lip 1) < 1, 
sinon, il existe v E V avec // v /I < 1 tel que / p(v)/ > 1. Par suite, 
pour tout n E N on a: 
P(v”“> = (p(4)““; 
or 11 v3” II < 1; par contre, la suite (p(v))“” augmente indefiniment. 
Soit wp la mesure associee a p; supposons p f 0, par suite wp # 0. 
La mesure wp est portee par E(K) (Corollaire 6) et verifie 
WV A owp = 0; il existe done un ensemble universellement mesurable 
BCE(K)q ‘p t ui or e 0~~ et tel que B n --B = a. Pour montrer que 
la mesure wp est ponctuelle, il suffit d’etablir que pour tout compact 
DCB on a: 
w,(D) = 0, ou bien, w,(D) = 11 wg Ij . 
Soit D, un sous-compact de B tel que 0 < c+(D) < Ij wp 11; pour tout 
E > 0, il existe un compact D, C B disjoint de D, , tel que: 
w#lJ # 0 et w& U D,) 3 1 - E. 
L’espace topologique E(K) &ant localement compact, on peut 
construire deux fonctions continues fi et fi qui verifient: 
0 < fi .< 1; h IDi = 1; fl *,f, = 0 (i = 1, 2). 
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Une simple verification montre que: 
Imp(f& =fi IBi ; Imp(fi> - Imp(fJ = 0 (i = L2) 
Les deux fonctions (Imp(fi))i,l,z admettent un prolongement unique 
en des elements de I’; soit fa un prolongement isometrique de la 
fonction identique a 1 sur D, u D, (Lemme 14); par suite: 
4M4fi)) * +G-dfd * 4f3) = ~,(Imp(fi) * Imp(fJ .fd = 0. 
Par construction de D, u D, on a w,(f3) > 1 - 26, par consequent 
4Imp(fi)) * 4Imp(fJ) = 0 
4fd . 4f2) = 0; 
ce qui contredit la construction preddente. Par consequent la mesure 
wp est ponctuelle; soit wl, = I/ p /I ek ou {k} E B, par homogCnCitC on 
conclut que 11 p 11 = 1 et p E E(K). 
Un espace de Banach est un C,-espace s’il est un C,-espace pour 
lequel l’homeomorphisme o n’admet aucun point fixe. Le ThCoreme 13 
permet de retrouver le resultat suivant de [14]: 
COROLLAIRE 16. Un espace de Banach V est un C,-espace si, et 
seulement si, les deux assertions suivantes sont vkifie’es: 
(a) V’ est un L-espace; 
(b) E(K) est faiblement fermt. 
III. CENTRE D’UN PRBDUAL DE L-ESPACE 
Soient V un espace de Banach ordonne, V+ son cone positif; on 
munit V’ de l’ordre dual de celui de V, le cone positif &ant note V,‘. 
Nous utilisons les notations habituelles dans les espaces reticules 
(x, xy,...). Un espace de Banach reticule est un AL-espace si la norme 
et l’ordre sont relies par les CgalitCs suivantes: 
(a) Ij 1 x I /I = /I x /I; pour tout x dans V; 
(b) II x + y II = II x II + II y II pour tout x et y dans V+ . 
DEFINITION 17. Un espace de Banach V ordonne par un cone 
convexe ferme V+ est un espace simplicial si l’espace V’ muni de la 
norme et de l’ordre duals est un AL-espace. 
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Soit P(V) la partie positive de la boule unite de V’; si V est un 
espace simplicial, P(V) est un simplexe et V est isomorphe pour 
I’ordre et la norme a I’espace A,(P(V)). Les ensembles E(F) \ {0}, 
oti F parcourt la famille des faces contenant l’origine, constituent 
les fermes d’une topologie sur E(P( V)) \ {O}. Muni de cette topologie, 
WV)) 1 Kv t es note max( V). Pour les proprietes de ces espaces, 
on peut se reporter a [3]. 
THI?OR&ME 18. Soit V un espace de Banach p&dual d’un L-espace; 
les assertions suivantes sont equivalentes: 
(a) V est un espace simplicial; 
(b) I1 existe un convexe maximal F dans la sphere unite’ de B( V’) 
tel que c(F v {0}) soit faiblement ferme. 
Demonstration. (a) + (b) est simple a verifier en prenant pour 
F la facette positive de la sphere unite de V’. 
(b) * (a). Soit P’ le cone engendre par la face F; l’espace V’ 
muni de sa norme et de I’ordre defini par le cone P’ est un 
AL-espace [9]. 0 n munit l’espace V de l’ordre dual de celui de V’, 
le cone positif de V est: 
P = (V E V; u(p) 3 0 pour tout p E P’}. 
Le cone P est faiblement ferme dans V, et a-fortiori ferme pour la 
norme de V. Le cone P’ est Cgal a son bipolaire d’aprb l’hypothese 
et le theoreme de Krein-Smulian, par suite V est un espace simplicial. 
Ainsi, on peut conclure qu’un G-espace qui est un espace simplicial 
est un M-espace de Kakutani; de m&me un C,-espace qui est un espace 
simplicial est isometrique a l’espace des fonctions continues sur un 
espace localement compact nulles a l’infini. 
PROPOSITION 19. Si V est un espace simplicial; les espaces E, et 
max( V) sont canoniquement homdomorphes. 
Demonstration. En effet, il suffit de verifier les deux faits suivants: 
(a) Si F est une face fermee de P(V) et contenant 0; I’ensemble 
H = c(F u -F) = F - F est une biface fermee de K. 
(/?) Si H est une biface fermee de K, I’ensemble F = H n P(V) 
est une face fermee de P(V) et H = c(F U -F). 
Le premier point est evident. Pour montrer (/3) remarquons que F 
n’est pas vide puisque E(H) C E(K); d’autre part d’apres le theoreme 
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de Krein-Milman on a H = c(F u -F) = F - F. Pour montrer 
que F est une face, il suffit de montrer qu’elle est hereditaire. Soient 
p t F et 0 < q < p; par suite, on a 11 p 11 = (/ q )I + l/p - q 11, d’apres 
la Proposition 3, on conclut que q E H et par consequent q E F. 
DEFINITION 20. Soit V un espace de Banach dont le dual V’ est un 
L-espace; le centre C de V est le sous-espace de V forme des elements 
8 tel.5 que l’application p -+ 1 n j(p) est continue sur E(K) muni de la 
topologie associee aux bifaces fermees. 
Cette definition introduit les fonctions / ZI /, pour tout u E V; on est 
oblige d’utiliser cette notion puisque la topologie associee aux bifaces 
fermees ne &pare pas deux points opposes. 
D’apres le Theoreme 13, pour que V soit un C,-espace, il faut et il 
suffit qu’il soit Cgal a son centre 
COROLLAIRE 21. Soit V un espace simplicial; le centre C de V est 
le sous-espace de V forme des fonctions dont la restriction d max( V) est 
continue. 
La demonstration est une consequence facile de la Proposition 19. 
LEMME 22. Soient v un Clement du centre C d’un pre’dual de 
L-espace V et p un point de E(K) avec (/ p /I < 1; alors v(p) = 0. 
Demonstration. ‘D’apres [4] la fonction 1 v 1 est constante sur le 
support de w p ; par suite w,(j v 1) = 1 v 1 ( p) /I p 11. D’autre part 
us(v) = v(p); l’inegalite w,( 1 v, I) > 1 w,(v)1 
implique / U(P)/ /I p /I 3 1 n(p)l. Cette derniere inegalite n’est possible 
que pour / v(p)1 = 0. 
LEMME 23. Soit V un espace de Banach tel que, pour tout entier 
impair n, etpour tout n-uplet vI ,..., v, d’e’le’ments de V, il existe w darts V 
qui coincide sur E(B( V’)) avec le produit vI a** v, ; alors V est un 
C,-espace. 
Demonstration. Nous allons montrer que V est identique a 
C,(E(K)). 
L’espace V admet un plongement isometrique sur un sous-espace 
separant de C,,(E(K)). L’algtbre engendree par V et par les con- 
stantes est dense dans C(E(K)); soit f une fonction de C,,(E(K)) et 
V’,(h, ,..., &,,>>n.~ > ou h, E V, une suite de polynomes eventuellement 
$3o!g/z-6 
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avec un terme constant, qui converge vers la fonction f. Comme la 
fonction f vbifie f(x) = [f(x) - f(-x)1/2, pour tout x dans E(K), 
elle est aussi limite de la suite des polynomes QqL ainsi d&finis: 
Les fonctions (&r , . . . ,p, &ant toutes impaires, on a: 
P?z(h, ,*.., 4&-X) = P&-h, ,..., --h,J4, 
par suite le polynome Qn s’ecrit: 
Qn(hl ,..-> h,,) = z h,“: ... I&, 
i=l 
ou toutes les sommes ari + ... + f& sont impaires, pour tout 
i = I,..., k, d’aprb l’hypothese Qn E V; par consequent V est 
identique a C,(E(K)). 
LEMME 24. Soient v un e’lbment de C et p un point de E(K); la mesure 
cop est porte’e par {q E E(K); v(q) = v(p)}. 
De’monstration. Le support de wP est contenu dans E(H,); oh HP 
est la plus petite biface contenant le point p 14, Lemme 5.61; de 
plus si v E C, la fonction 1 v j est constante sur E(H,) et vaut ! v j(p). 
Si /I p 11 < 1 le lemme est une consequence du Lemme 22; supposons 
donclIp = l.Siv(p) <O,l a f onction v - v(p) est positive sur E(H,) 
et on a w,(v - v(p)) = 0; par suite 
Si, au contraire v(p) > 0, en consider-ant la fonction v(p) - v on 
arrive au m&me rbultat; ce qui prouve l’assertion. 
THBOR~ME 25. Soient C le centre de l’espace V et rr l’application 
canonique de B( V’) SW B(C); alors C est un C,-espace de V’ qua’ vh$e: 
4wv))1 c WYC’N ” @I. 
De’monstration. Le centre C de V est un espace vectoriel, d’apres 
la caracterisation des fonctions continues pour la topologie des bifaces 
[4, Corollaire 5.111; par suite C est un sous-espace de Banach de V. 
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Soient vi ,..., vgn+i une famille impaire d’elements de C; montrons que 
la fonction w de C,(E(K)) definie par: 
admet un prolongement affine continu sur K. Ceci prouvera que w E C, 
puisque sur E(K), la fonction 1 w j est continue. Soit p une mesure 
maximale de masse 1 sur K et de barycentre p E E(K); une simple 
verification montre que: 
2(Imp(p))- = ~TW = wez, 
2 * Imp(p) = We - ~t’-~ . 
D’apres le Lemme 24, on peut conclure que: 
2a+1 -- 
Support up C 0 14 E W&J; 44 = dP)>, 
i=l 
2n+1 ~ 
Support us C fi (4 E E(ff,); q(q) = --vi(P)l. 
i=l 
En utilisant le fait que le produit vi a-* v~,~+~ definit une fonction 
impaire sur E(K), on verifie les Cgalites suivantes: 
4% ..'~2n+1) = Imp(tL)(9 *** ~2n+1), 
2 . Imp(p)(v, *.. v 2n+d = (% - %Jh .*- ~27afl)P 
2 - ImpWh e.9 u2n+l) = 2 * WI(P) -.. v2,+dP). 
Par suite: 
cL(“1 *** v2n+d = V,(P) *.* v'zn+dP); 
on conclut grace au Lemme 12. Soit w 1’ClCment de C qui coincide 
sur Z?(K) avec ie produit vi .** van+1 il est aise de verifier que w 
coincide avec le produit vi -0. vUZn+i sur E(B(C’)). D’aprb le Lemme 23 
l’espace C est un CO-espace. Soit p un point de E(B( V’)); d’apres ce 
qui precede, m(p) est un C,-homomorphisme de l’espace C; grPce au 
Theoreme 15, on conclut que n(p) appartient a E(B(C’)) U (0). 
Dans [5] le centre d’un espace simplicial avec unite avait CtC 
caracterise en termes d’ordre; l’interet du Theo&me 25, oQtre qu’il 
donne la nature du centre d’un predual de L-espace, est qu’il n’utilise 
que des techniques d’espaces de Banach sans faire intervenir nulle 
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part un ordre eventuel. De plus, il permet de retrouver les resultats 
suivants de [5]: 
COROLLAIRE 26. (a) L e centre d’un espace simplicial est isomorphe, 
pour I’ordre et pour la norme, d l’espace des fonctions continues SW un 
espace localement compact et nulles d l’infini. 
(b) Le centre de l’espace V des fonctions afines continues sur un 
simplexe compact est le plus grand sous-espace fortement re’ticule’ de V. 
Le theoreme suivant donne une caracterisation du centre d’un 
predual de L-espace qui rappelle celle du centre d’une C*-algebre. 
THBOR~ME 27. Soit V un predual de L-espace, les assertions suivantes 
sont equivalentes: 
(a) v est darts le centre de V; 
(b) Pour tout u E V, il existe un element de V qui coincide sur 
E(K) avec le produit u . 1 v /. 
Demonstration. (a) * (b) est une consequence du ThCoreme 5.7 
de [4]. 
(b) 3 (a). Soit v un Clement de V de norme 1 et tel que [ v j 
opere multiplicativement; nous avons, pour tout u E V: 
(4 %(I v llz . 4 = I v In (PI u(P)* 
11 s’agit de montrer que 1 v / est constante sur le support de wl) et 
qu’elle vaut v(p). 
Supposons v(p) = 0; par suite, la mesure 1 u 1 * wp , dont la masse 
est ~~(1 v 1) admet 0 comme resultante. Si w,(i v 1) > 0, la mesure 
p = (1 v 1 * w,)/w,( / v I) est maximale de masse I et de barycentre 0. 
D’apres le resultat de Lazar [ll], on a Imp(p) = 0; par consequent 
Iv/ - wp est une mesure paire. Mais wp verifie la relation wp A crwp = 0 
il en est de meme de / v / * wp ; par suite / v / . wp = 0, ce qui contredit 
I’hypothbe w,(l v I) > 0. Par consequent, w,(/ v I) = 0, et en com- 
parant ceci avec (CY) &rite pour n = 0 et v = u on conclut: 
Suppo44 C (4 E W); 44) = 4P% 
Supposons v(p) # 0, et posons w = v/v(p); la fonction w est telle 
que 1 w / opere multiplicativement et l’tgalite (IX) implique 
@I Wp(w~n+l) = 1, Vn E N. 
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Soit v la mesure sur R image de wp par la fonction w; la mesure v 
a un support compact et en posant v’ = v - c1 l’egalid (/?) devient: 
(Y) v’(X2n+l) = 0, Vn E N. 
En appliquant le theoreme de Stone-Weierstrass, on conclut que pour 
toute fonction f impaire a support compact on a: 
v’(f) = 0; 
par suite, la mesure v’ est paire. D’autre part v’ coincide avec v sur 
l’ensemble {x E R; x < 0}, c’est done une mesure positive. Ceci 
implique v = XE~ , avec h = I/ v I\ = w,(w) = 1. Mais cette derniere 
CgalitC est Cquivalente a: 
-- 
Supporth) C (4 E E(K); 47) = 11 
-- 
= 14 E W-Q 747) = V(P)> 
Soient a E R et F, = (4 E E(K); 1 v /(q) < a>, l’ensemble F, est 
symetrique et r~( V’, V)-compact; de plus, pour tout p E F, , la 
mesure wp est portee par F:, l’ensemble c(F,) est done une biface 
fermee et E(c(F,)) = F, [4, Th Coreme 5.81. Par suite F, est fermee 
pour la topologie des bifaces sur E(K). Un raisonnement analogue 
montre que G, = (4 e E(K); 1 n 1 (Q) >, u} est ferme dans E(K); par 
consequent, la fonction / z, 1 est continue sur E(K). L’ClCment z, est 
done dans le centre de V, ce qui Ctablit le theoreme. 
COROLLAIRE 28. Soit V un p&dual de L-espace; les assertions 
suivantes sont e’quivalentes: 
(a) V est un CO-espace; 
(b) Pour tout u, v, w de V, il existe t E V qui coincide SW E(K) 
avec le produit u . v * w. 
(a) * (b) est trivial, pour montrer (b) 3 (a) il suffit d’etablir que 
la fonction p --+ v”(p) est continue sur E(K) pour la topologie des 
bifaces (Theo&me 13). Pour montrer cette propriete on pro&de 
comme dans le theoreme precedent. 
COROLLAIRE 29. Si V est un espace simplicial, le centre C de V est 
exactement le sous-espace des fonctions de V qui opkrent multi- 
plicativement. 
Les resultats suivants ont CtC prouves dans le cadre des M-espaces 
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dans [5]; comme les demonstrations pour un G-espace suivent le mCme 
schema general, nous ne les repeterons pas. 
Soit V un G-espace; on note Z le sous-espace de E(K) forme des 
points p tels que les segments [-p, p] rencontre E(K) \ (E(K) U (0)). 
LEMME 30. L’ensemble c(Z) est une biface ferme’e de K et E(K) r\ 2 
est un fermi’ de E(K) p our la topologie des bifaces. 
THBORBME 31. Soit V un G-espace; le centre C est isome’trique & 
l’espace des fonctions impaires, borne’es continues SUY E(K) et nulles sur Z. 
Posons H = c(Z), et notons A,(H) l’espace des fonctions affines 
continues sur H, nulles A l’origine. 11 est clair que H s’identifie a la 
boule unite de I’espace dual de A,(H) muni de la norme de la conver- 
gence uniforme. 
COROLLAIRE 32. Si H est me’trisable-ou plus simplement si V est 
&parable-l’espace V est somme directe topologique de C et de A,(H), 
et il existe une projection de norme 1 de V sur C. 
COROLLAIRE 33. Pour qu’un. G-espace V soit un C,-espace il faut 
et il su$lit que pour tout v E V la fonction v3 coincide sur E(K) avec un 
Ument de V. 
Si le G-espace V donne est le sous-espace de C(X) forme des 
fonctions verifiant une famille 1 de relations lineaires: 
f@i) = 4 *f(rd xi,YiEX; -1 < Ai < 1; iE1, 
le Lemme 4 et le theoreme 32 permettent de “lire” le centre. En effet 
C est le sous-espace de V forme des fonctions nulles sur I’ensemble S 
de&i par: 
S = (x E X; tel qu’il existe y E X et -1 < h < 1 verifiant 
f(z) = At(y), pour toutfE V}. 
Cette remarque et le Lemme 4 permettent d’enoncer: 
PROPOSITION 34. Soit V un G-espace; il existe un M-espace A qua’ 
contient un sous-espace W isome’trique h V et une projection de norme 1 
sur W tel que le centre de A se projette sur le centre de W. 
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